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連載 Excelで解く化学工学１０大モデル      伊東 章 

第3回 濾過のRuth式 

 

1. 対象とするプロセス：デッドエンド濾過 
 

濾過操作は圧力差により濾材または濾過膜を通して，

粒子懸濁液から清澄な濾液を得る簡単な操作である。濾過

の進行により膜面にケーク層が堆積し，それに応じて濾過

速度が低下することが特徴である。 

 

図 1デッドエンド濾過 

2. モデル式の作成 

 

図 2 Ruthの原報 1)の図 

濾過の過程を単純明快にモデル化したのがRuthの濾過

方程式である 1)。圧力一定の全量濾過（デッドエンド濾

過）を考える。（図 1）この操作で濾液の積算量Vの 2乗

を時間 tに対してプロットするとほぼ直線が得られる。

（図 2の①）しかし濾過初期の t=0の近くではこの線が曲

がっている。Ruthはこの点に着目し，Vと tのデータを

各々V0と t0という適当な定数で補正すれば次式： 
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のように簡単な直線関係となることを見いだした。（図 2

の②）この式は数学的には微分方程式： 
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の解になっている。（Jv [m
3/(m2･s)]：透過流束， A[m2]：膜

面積）これらの式をRuthの濾過方程式と呼ぶ。デッドエ

ンド濾過において，KとV0という 2つの定数（濾過定

数）がわかれば，濾過曲線(V vs. t)を予測することができ

る。 

 

【例題 6】Ruth式のパラメータ推定<cem06.xls> 

式(1)を変形して， 
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である。図１中のセルA4:B16にデッドエンド形式の濾

過実験データを示す。データは時間 tに対する濾液量Vで

ある。Ruthの濾過方程式(3)にあてはめてパラメータを求

めよ。 

（解）非線形最小２乗法の問題である。パラメータ

K ，V0の初期値をC1:C2に書き，C4:C16に式(3)の値を計

算する。データと計算値の残差２乗和をセルD17とす

る。ソルバーで目的セルをD17，目標値を最小値，変化さ

せるセルをC1:C2として実行する。濾過定数としてK 

=0.00041 m6/h，V0=0.000392 m3が得られた。 

 

図 3 Ruth式のパラメータ推定<cem06.xls> 

 

Ruth式における濾過定数は，K [m6/s]がケークの濾過抵

抗を，V0 [m
3]は濾材の抵抗相当の仮想ケーク層を形成する

濾液量の意味を持つ。つまり濾過の以前にある濾材（膜）

の抵抗を，後からできるケーク層の抵抗を使って表してい

ることになり，この発想の転換がRuth式のモデル上の特

徴となる。 

濾液量Vとケーク厚さは比例関係にあり，この仮想ケ
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ーク厚さをLm，実際のケーク厚さをLcとして，次式の関

係にある。 

ACVLm /0   (4) 

AVCLc /   (5) 

（原液の粒子濃度をケーク体積基準でC [m3-ケーク/m3-濾

液]とする。）するとRuth式はLc基準で次式のようにも表

せる。（k：比例定数、μ：水の粘度） 
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3. Ruth式の展開 
 

前項のデッドエンド濾過に関するRuthの濾過方程式を

展開し，クロスフロー濾過のモデルを考える。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

クロスフロー濾過では膜面流速 uによる膜面せん断力

によりケークが剥離する効果が生じる。（図 4）これをケ

ーク剥離速度（リフト速度）J*Cで表すと，ケーク層厚さ

がRuth式にこの項を加えて次式となる。 
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右辺第１項がデッドエンドのRuth式と同じ項で，第 2項

がクロスフローの効果を表す。なお，ここで濾過流束の初

期値は )/(0 mv LPkJ  である。 

このリフト速度モデルによると，透過流束の定常値 Jv∞

は CJCJv

*
となり，Jv∞は圧力によらないことにな

る。すなわち，精密濾過における限界透過流束を表してい

る。また，リフト速度は粒子層表面のせん断力に依存する

ので，膜面流速 uが大きいとリフト速度も大きく，従って

透過流束も大きくなると予測される。 

 

【例題 7】クロスフロー濾過のモデル<cem07.xls> 

細孔径 0.2 mの精密濾過膜を用いて膜面積 60 cm2の平

膜セルで野菜ジュースのクロスフロー濾過をおこなった。

透過流束の経時変化が図 6のようであった。濾過圧力Δ

P= 0.10 MPa，純水の透過流束 Jv0= 540 kg/(m2･h)= 1.5×10-4 

m3/(m2･s), 定常透過流束 Jv∞= 11.5 kg/(m2･h)= 3.19×10-6 

m3/(m2･s)， C= 0.02 m3/m3である。 

（解）図 5のシートでG列にパラメータ，B5に微分方

程式を書く。パラメータのうちLmを仮定して積分を実行

する。Lm =5×10-7 mでほぼデータと一致した。得られた

Lcの経時変化を式(6)で Jvに換算して図 6に示す。クロス

フロー濾過ではケーク剥離速度の効果で，透過流束が一定

値になる。なお，比較したデッドエンド濾過では時間とと

もに透過流束が減少し，最終的に零に近づく。ともに簡単

な微分方程式で濾過の過程が表せている。 

 

 

図 5 クロスフロー濾過のリフト速度モデル<cem07.xls> 

 

図 6 クロスフロー濾過の透過流束 

例題のファイルは化学工学会のホームページに掲載さ

れています。ダウンロードしてお試しください。） 

原典 1) B.F. Ruth, G.H. Montillon and R.R. Montonna: Ind. 

Eng. Chem., 25, 76 and 153 (1933). 
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化学工学トリビア Overall heat transfer coefficient? 

伝熱工学におけるこの用語の日本語訳は 3系統ある。 

①「熱通過率」，②「総括熱伝達係数」，②「総括伝熱係数」

「熱伝達」とはConvective heat transferの機械工学での訳語

であり，Heat transfer coefficientを「熱伝達率」とする。さら

に「総括Overall」については機械工学ではなぜか「熱通過

率」という別の訳語を使う。このためもあり，機械工学分

野では似た語である「熱伝達（対流）」と「熱伝導」の区別

がついていない学生が続出する。 

もちろん化学工学ではHeat transfer coefficientが「（対流）

伝熱係数」，Overall heat transfer coefficient が「総括伝熱係数」

と一貫している。 

化学工学では普通に｢伝熱係数｣を使っていればよいと

ころだが，しかし残念ながら，化学工学でも機械工学の｢熱

伝達率｣に妥協した（？）｢熱伝達係数｣派が多くなっている。

この延長でOverall heat transfer coefficientに（｢熱通過率｣は

さすがになかろうということで）機械工学にはない｢総括熱

伝達係数｣を造語して使うことにもなる。 

実は化学工学便覧も 1978 年の 4 版までは「伝熱係数」

だが，5版(1988年)で「熱伝達係数」になって以来，最新の

7 版まで「熱伝達係数」である。また，ネット上の google

で各語句を検索すると,「熱伝達率」34万件，「伝熱係数」

15万件，「熱伝達係数」137万件(！)と，もう大勢は「熱伝

達係数」に決しているかのようである。 

筆者は科内の卒論発表などで「熱伝達係数」が出るたび

にクレームをつける頑固教員であるが，残念ながら孤軍奮

闘である。それでも化学工学科が消滅しようとしている現

在，化学工学の砦として言い続けたい。 

「Overall heat transfer coefficientは総括伝熱係数です！」 

（この件反論歓迎） 

 


