
 1 

Excelで解く化学工学１０大モデル      伊東 章 

境界層理論とシャーウッド数 

 

1. 対象とするプロセス：層流流れの速度境界層と濃度

境界層 

 

図 1 平板上の速度境界層，濃度境界層  

強制対流伝熱や強制対流物質移動のモデル

は装置内の移動現象に限らず，人体からの放熱

や水の蒸発など，身近な現象の解析にも応用で

き，有用である。流れ中の固体表面（界面）からの

物質移動について，境界層理論によりモデル解析

する。 

 

2. 境界層方程式 

強制対流物質移動の最も基礎的モデルが平行

平板からの物質移動である。(図 1)速度 U∞の流

れに平行に平板がある。平板面上の拡散成分濃

度が cAs，流れ中の濃度が cA∞として，平板上から

流れ方向へ物質移動が生じている。現象を支配

する速度の境界層，濃度境界層の基礎式が次式

である。 
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濃度境界層： 
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(ρ:流体密度 , μ：粘度 , DAB:拡散係数 ) 

この偏微分方程式を解くために先ず常微分方

程式に変換する。x, y 方向距離を相似変数： 
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で 1 次元化する。（δ：境界層厚さ） 
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を用い，これを η の関数である無次元流れ関数

)(f とする。 
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すると元の速度境界層方程式の各項が f で表さ

れ，次式の 3 階の常微分方程式となる。 
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と，濃度境界層方程式が次式となる。 
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（境界条件： 0:0  , 1:  ） 

3. 境界層方程式の数値解 

この 3 階の常微分方程式を数値解法で解くた

めに， )''(),'(),( fff を別の変数とみなして，正規

形の連立常微分方程式にすると次式である。 















'')2/1()'''(

)''()''(

)'()'(

fff

ff

ff

 (5) 

濃度境界層方程式も同様に， 
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とする。この連立常微分方程式を以下のように解

く。 

 

【例題 25】タンパク質の濃度境界層の厚さ

<cem25.xlsm> 

壁面からタンパク質が水中に溶解する現象を考

える。これは膜濾過（限外濾過）における濃度分極

層のモデルでもある。水中のタンパク質（アルブミ
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ン）の拡散係数は

14684c /s,m106.81 211

AB   SD である。

m 1.0 m/s, 1  xU ，
0,100  AAs cc
として速

度・濃度界層方程式を解き，濃度分布を求めよ。 

（解）図 2 が「微分方程式解法シート」である。セ

ル B5, C5, D5 に速度境界層方程式（式 (5)），E5, 

F5 に濃度境界層方程式（式 (6)）を記述し，積分

を実行する。無次元速度  f ’および温度θが積分

の上限η=8 で 1 となるよう， )0('),0('' f の値につ

いて試行計算をおこなう。その結果，解が

33206.0)0('' f ， 29.8)0('  と得られた。壁面

からの距離 y と速度分布，濃度分布の結果を図 3

に示す。これより速度境界層の厚さは 0.3 mm。一

方，濃度境界層の厚さは 20 m と非常に薄いこと

がわかる。 

 

図 2 境界層方程式の数値解法<cem25.xlsm> 

 

図 3 実際の距離による速度分布，濃度分布  

 

4. シャーウッド数Sh数による一般化 

 

濃度境界層方程式に f と Sc 数が入っているの

で，濃度分布したがって物質移動速度は速度分

布と Sc 数が支配する。濃度境界層の壁面勾配と

Sc 数との関係は， 

3/1332.0)0(' Sc  (7) 

のように近似できる。(例題 25 の場合，数値解の

29.8)0('  に対して， 13.8)14684(332.0)0(' 3/1 

である。)すると，無次元濃度勾配は， 
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なので，これより平板面上の物質移動流束 NAは

次式となる。(  /xURex  ) 
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さらに、平板の全長 L についての平均値は次式で

ある。 
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これをシャーウッド数 Sh で書くと最終的に平板上

の平均物質移動速度は次式で表せる。 
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ここで物質移動係数 k の定義： 
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を考慮すると Sh 数は， 
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である。これより Sh 数は代表長さ L と物質移動境

膜厚さ c の比の意味を持つ。 

平板流れに関する式 (11)を発展させ，各種形状

について物質移動に関する理論および相関式を

示す。図 4 は平行平板流れ，円管内流れ，円柱

を横切る流れ，球周りの流れについて代表長さ D, 

L の定義と物質移動境膜厚さ c の測り方を示した

ものである。ここで平行平板流れのみ代表長さ L と

境膜厚さ c の方向が異なる点が特徴である。 

0 50 100

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.10

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y
[m

m
] 速度分布 u

濃度分布 cA

cA

u [m/s]



 3 

 

図 4 各形状の流れにおける代表長さと物質移

動境膜厚さδc 

図 5 各種形状物質移動（層流，乱流）における

物質移動境膜厚さの比較 1) 

 

以上の基本的な４つの物質移動形態につい

て，層流および乱流における Sh 数の理論解，相

関式を，Sh 数の逆数をとり，物質移動境膜厚さと

代表長さの比（ LD cc /,/  ）として図 5 に Re 数に

対して示した。（式の詳細等は参考文献 1）を参

照。）これは Sc=1 の気相についての概略の境膜

厚さである。どの物質移動形態も同様の傾向を示

しており，Re 数の小さい層流範囲では， c は代表

長さの数分の１，流れが速くなると 1/100～1/1000

程度に薄くなる。液相の場合は Sc=1000 程度な

ので，境膜厚さ c は気相の 1/10～1/20 となる。 

（例題のファイルは化学工学会のホームページに掲

載されています。ダウンロードしてお試しください。） 
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化学工学トリビア： Sc1/3のナゾ 

境界層理論から導かれた式(11)は，界面の物質移動流

束がRe1/2に比例し，Sc1/3に比例することを述べている。

このうち Re1/2 の指数(1/2)は相似性から導かれ，理論的

に(1/2)=0.50である。一方Sc1/3の指数”1/3”のほうはどう

なのか？教科書をあたってみると・・・ 

Cussler2)および Plawsky3)は境界層内速度分布，濃度分布に 3次

式を仮定して，  c
の条件下で

3/1)/( Scc  となることを

一応証明している。 

しかし多くの教科書では Sc1/3は数値計算結果の相関

であると説明されている 4)。さらにさすが境界層理論の

本場ドイツの教科書 5)には，より厳密な相関式として図

6中に示した式が紹介されている。 

これと式 (7)および本稿の常微分方程式解法シート
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による計算結果とを図 6で比較した。特に Sc <0.1で違

いが大きくなるが，Sc >1 では 5 オーダーに渡り 2%以

内で一致している。 

結局，たまたま指数(1/3)で精度よく近似できるという

ことなのだが，どうにも不思議なことである。 

 

図6 濃度境界層の壁面濃度勾配 )0('  
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